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<< Notation~

This formulation is incomprehensible and | guessed how it
works:
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1. Introduction

The Yang—Baxterequation (YBE) [25,3] can be considered as a tool for both constructing
and solving integrable two-dimensional models of statistical mechanics and quantum
field theory [2,9]. Recent progress in understanding the algebraic structure, lying behind
the YBE, has led to the theory of quasi-triangular Hopf algebras [7].

The tetrahedron (or three-simplex) equation (TE) [26] has been introduced as a
three-dimensional generalization of the YBE. Before describing it in the algebraic form,
first consider an associative unital algebra A, and define an important notation to be
used throughout the paper. Namely, for each set of distinct integers {i;,3,...,1,,} C
{1,2,...,n},for m < n, define the algebra homomorphism

. AEm @n
Tirsiz,im A A

such that

aBb®.. . 8ec—1®... . 80®...808...8c®...8®1,
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where a,b,...,c in the rhs. stand on i,1,...,i" positions, respectively, and unit
elements, on the others. The notation to be used follows:

Uisiy. v, = Ti, g, in (W), uwE A®™, (1.1)

i.e. the subscripts indicate the way an element of the algebra A®™ is interpreted as an
element of the algebra A®™.

Next, we shall find it convenient to use the “permutation operator” P, which is an
(additional) element in A®?, defined by

Pa@b=b®aP., P*=1&1, abe A (1.2)

The (constant) TE is a nonlinear relation in A®® on an invertible element R € A%*;
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Notation[ Ri_,j = makeA[A, {i_, j_}, 3] ]
Notation[ Ri .j .k = makeA[A, {i_, j_, k_}, 6] ]

Notation[ Ri .j .k.h = makeA[A, {i_, j_, k_, h_}, 10] ]

makeMatrix[dim_, a_] := Array[Subscript[a, #1, #2] &, dim]
(» makeA generates the A matrices In Hietarinta paper #*)
makeA[A , list_, n_] := Module[{res, i, j, k},

res = ConstantArray[-1, {n, n}];

Table[1f[MemberQ[list, 1] != True, res [[iI]1][[J]] = KroneckerDeltali, j];
res [[J11[[1]1] = KroneckerDelta[j, i]1, {i, 1, n}, {j, 1, n}];

Table[k = 1; Table[

If[res[[Nist[[§]]]10[F]] = -1, res[[MOast[[d]1111[0[d1] = AL[iT1[[K]]:k=Kk+1];,
{J-1,n}], {i, 1, Length[list]}];
res

4-Simplex: Kashaev, Sergeev

A = makeMatrix[{4, 4}, a];
A // MatrixForm

a1 ap 2 4z 3 aiag
dz 1 Az 2 Az 3 A4
dz 1 az,2 4z 3 as4
4,1 84,2 34,3 34,4

Make the R matrices:
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Rio,1,2,3 // MatrixForm

dp 1 Az, 2 az 3 00O0OO0OODO as 4
az 1 4z 2 as 3 0O00O0OO0O0ODO as 4
Ag 1 Ag,2 A4,3 0O00O0OO0O0ODO ag, 4

0
0
0
0
0
0

100000
a;1 a;2 a;3 0 0 0 0 0 0 aj, 4

010000
001000
000100

0
0
0
0
0
0

000010

000O0O01

Ri0.4.5.6 // MatrixForm

0
1

0
00O dp 1 dAz 2 Az 3 00O as 4

00O az 1 az,2 as 3 00O as 4
00O A4, 1 Qg,2 A4, 3 00O ag, 4

0
0

0
00O ai 1 ap,2 a3 00O ai 4

Ri.4.7.8 // MatrixForm

a;,1 0 0 a3, 0 0 a3 23,4 00

az1 0 0 a2 00 az3 a4 00

az 1 0 0 a3 » 0 0 az 3 az;4 0 O
a47 0 0 a4, 0 0 az3 a44 00

R2.5.7.9 // MatrixForm

0 a;,1 0 0 a3, 0 a;.3 0 a;,4 O

0 az 1 00 az 2 0 as 3 0 as 4 0

0 as, 1 00 as 2 0 as 3 0 as 4 0

0 ag, 1 00 ag, 2 0 ag, 3 0 ag, 4 0
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.o // MatrixForm

Rs3.6.8
10 0 00 O O O 0 O
01 0 00 O O O 0 O
00 a1 00 a2 0 a;, 3 ai 4 0
00 0O 10 O O O 0 O
00 0O 01 0 O O 0 O
00 a1 00 az 2 0 dz 3 az 4 0
00 0O OO0 O 1 O 0 O
00 as 1 00 as 2 0 asz 3 as 4 0
00 ag 1 00 ag, 2 0 Ag, 3 A4 4 0
00 O OO O O O 0 1

Too large set of equations of 3rd degree to printout:

(R10,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,0-R3,6,8,0 - R3,6,8,0-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6 -R10,1,2,3) //
MatrixForm

-dj1d12dz4+a31a2 1424

—a1,38p,183,1+381,182,1834-381,1 (A1,382,483,2+3a1,283,4)
-81,483184,1-82 1 (A1,384,1+81,483,184,3) +81,182 184,4-81,1 (81,483, 484,2+824 (81,384,2+

-di,1az224824
—apz 18z 383 1-a1,1 (82 382 483 2+az 24as3,4)
-8p,4@3184,1-821 (82384 1+82 483 184,3) -a1,1 (82,483,484, 2+82 4 (82 3842 +8z 443,
a3,1—61%,1—512,1513,1513,3—511,1 (az,4 83,2 83,3 +83,283,4)
84,1 -83,184,1-83,183,484,1-82 1 (83,384,1 +83,183,484,3) —a1,1 (35,434,2+az,4 (83,3 84,2 +as

-85, -@a31841844-821 (B4,184,3+83184,384,4) —81,1 (84,284,4+83,4 84,2844 +824 (As,2

2
a; i -Qag1d3,4+a1,1a1,4a2,1
sol = Solve[

Ri10,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,0 - R3,6,8,0-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6-R10,1,2,3 ==
ConstantArray[0, {10, 10}], Flatten[A]l];

sol2 = DeleteDuplicates[sol];
Length[sol2]

83

83 solutions, 75 non-invertible 4-
Simplex solutions
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tible = {};

noninver

tible2 = {};
tible = {};
Table[ IT [SameQ[Det[A /. sol2[[i]]], O], AppendTo[noninvertible,

noninver

mver

tible2, A /. sol2[[i]]],
{1, 1, Length[sol2]}];

mnver

; AppendTo[noni

1]] // MatrixForm]

A/.sol2[[
AppendTo[invertible, A /. sol2[[i]]]],

noninver

tible
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Kashaev, Sergeev

sol = Solve[

Ri0,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,0 - R3,6,8,9-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6 -R10,1,2,3

ConstantArray[0, {10, 10}], Flatten[A], Modulus - 2];

sol2 = DeleteDuplicates[sol];

Length[sol2]

75
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tible = {};

noninver

tible2 = {};
tible = {};
Table[ IT [SameQ[Mod[Det[A /. sol2[[i]]], 2], O], AppendTo[noninvertible,

noninver

mver

tible2, A /. sol2[[i]]],
{1, 1, Length[sol2]}];

mnver

; AppendTo[noni

1]] // MatrixForm]

A/.sol2[[
AppendTo[invertible, A/. sol2[[i]]1]1],

noninver

tible

1

o O oo O OO - o o oo OO +H0 OO0OO-d o O oo - O O O o O oo o O oo o O oo
O O oo o O oo [N el Ne] OO -€1O0O OO0OO0OO0 OO0 (e el N O O oo O O oo [eNe Ne]
O 100 o o oo o o oo OO0 -10 O-H100 O-0O0 o ooo - O O O - O O O -1 O OO
oo oo O 100 O+ 00 O+ 00 O-H00 O«0O0O O 100 O O -0 O+ 00 O+ 00
o O oo o o oo o O -0 OO -+H0 OO0OO0OO0 OO0O-HO0o o+ 0O o O oo o O oo O O -
O O oo o O oo O OO - OO -HO0O OO0OO0OO0 OO0 O O +H0O O O o O oo o O oo
O OoOoo o o oo O O oo OO0 O0OO0O O-H00 O+H0OOo O +H0O0 - O OO — 1 OO - O OO
o O -0 O 100 O+ 00 O-"1 00 O-100 O-«0O0O O 100 o o oo o O -0 O+ 00
cNoNoNe] O O oo O O O OO - O O O O O O oo O O oo O O oo O O 0O
O O - o O oo o O oo OO0 OO0 OO0OO0OO0o o o oo o O -0 O O - o o oo
O OoOoo (e Nele] o O oo O O O - O O O - O+ 0O O+ 0O - O O O — 1 OO - O OO
O oOoo o o -0 O +H40O0 OO0 O-HH00 O+H0O0 O -0 O O oo O O oo O 100
o o oo o O oo O O -0 OO0 O0OO0O O-+H00 OO0O-HO0o O O 0O o O oo o O oo O O O
[cNeR_ Ne O O O O oo OO -+HO0O OO0O-H0O OO0OO0OOo O O -0 O OO - [N el Nel O OO -
o o oo O 100 o o oo O OO - O OO o+ OO0 O 100 - O O O -+ OO - O OO
O OoOoo o O oo O 100 O-H OO O-HdH00 O-«H0O0o O +H0O0 o O oo o O oo [ N elNo]
o o oo o O oo O OO - OO0 OO0 o000 o o oo o O oo o O oo o O oo
O OO« O O 0O O OO O O OO €10 OO0« O O o O oo O OO - O O O -
ocNeNeoNe] O+ 0O0 O O oo OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O O+HOoOOo O +H0O0 - O OO — 1 OO - O OO
o o oo o o oo O+ 00 O+ 00 O-H00 O-«0O0 o —+H0O0o o o oo o o oo O+ 00
o O oo o ooo o o oo O OO - OO0 oOoOooo O OO - O OO o o oo (oo o]
o O oo O OO - O OO - OO -HO0O OO0OO0OO0 OO0 O O -0 O O -0 o O oo o o oo
O oOoOoo O+ 0O o O oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O O-+HOOo O +H0O0 O+ 0O — 1 OO « O OO
cNoNoNe] O O oo O+ 00 O-HOO O-dd0 O+H0O0 O +H0O0 O+ 00 O O oo O+ 00
——



plex_augl2_2013.nb | 9

kashaev_4_sim

J

0100
1100
00O00O

00O00O

0101

1001

0010

00O0OO

0100
1001
0010

00O00O

0101
1000

0010

00O0O

0100
1000
1000
0000

0100

1100
1000
00O00O0

0100
1000
0011

00O00O

0100
1100
0010

0010

0100
1000
0010

0100

0100
1100
0010

00O0OO

0100
1000
0010

0010

0100
1100
00O0O
0010

4-Simplex Z5, 236 solutions

Kashaev, Sergeev

sol = Solve[

R10,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,0 - R3,6,8,9-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6-R10,1,2,3

ConstantArray[0, {10, 10}], Flatten[A], Modulus - 3];

sol2 = DeleteDuplicates[sol];

Length[sol2]

236

tible = {};

noninver

tible2 = {};
tible = {};
Table[ IT [SameQ[Mod[Det[A /. sol2[[1]]1], 3], O], AppendTo[noninvertible,

noninver

inver

tible2, A/.sol2[[i]]],

AppendTo[invertible, A /. sol2[[i]1]11]1, {i, 1, Length[sol2]}];

noninver

mver

AppendTo[noni

A /.sol2[[i]] // MatrixForm]

tible
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4-Simplex Z 4. Kashaev, Sergeev
ABORTED, TOO LONG TO COM
PUTE

sol = Solve[
Ri0,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,9 - R3,6,8,9-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6-R10,1,2,3 =
ConstantArray[0, {10, 10}], Flatten[A], Modullus - 4] ;

$Abort ed

4-Simplex Zs, 1014 solutions :
Kashaev, Sergeev

SetSystemOptions["ReduceOptions" - ""MaxModularPoints"™ - 1 000000 000000000] ;

sol = Solve[

Ri0,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,0 - R3,6,8,0-R2,5,7,9-R1,4,7,8-R10,4,5,6 -R10,1,2,3 ==
ConstantArray[0, {10, 10}], Flatten[A], Modullus - 5];

sol2 = DeleteDuplicates[sol];
Length[sol2]

1014

noninvertible = {};

noninvertible2 = {};

invertible = {};

Table[ IT [SameQ[Mod[Det[A /. sol2[[i]]], 5], 01, AppendTo[noninvertible,
A/.sol2[[i]] // MatrixForm]; AppendTo[noninvertible2, A /. sol2[[i]]],
AppendTo[invertible, A /. sol2[[i]1]]1], (i, 1, Length[sol2]}];

noninvertible



14 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

O OO0 O0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OOC OOON OO-Mm

OO Tl OONO OO0OO0OO0O OONsYI OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OO0OO0O OO0OO-H OOOOo

O—d 00 ONOO ONOO OMOODO OO0 OO0 OO0OO0OO0O ODooo oooo

OCO0OO0OO0 O0O0OO0O OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O-HOO O-HO0OOo
OO0 00 O0OO0OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O ODLDODOO OO0OO0OO OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OoodA oo -dAWN
OONO OOY" OO0Oded OOTYTO OO0dd OO OONO OO0OO0OO0O OON-H OO0OO0OO0O OOO-H OOOOo
OO0OO0O0 O0O0OO0 OO0 OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO oooo
OO0 00O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O ODOLOO0OO0O OO0OO0OO0O ODOLOOO OO0OO0OO0O OoO+HO OO0OO0OO0O oHoOoOO OoOoHo0ooOo0o o+Hoo
OO0OO0O0 OO0OO0O0 OO0O0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODOO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OOO OO«
OO0 d+d OOYO OO0O-HO OO0OM-A OO0OHO OOYO OO0OddA OOy OO0ONO OO0OO0OO0O OOOH OOOOo
OO0OO0O0 O0O0O0 OO0 OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 Oo0OO0OO0O oooo
OO0OO0O0 OO0OO0O0 OO0O0OO0O OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO-HO OHOO O«-Hoo
OO0OO0O0 OO0OO0O0 OO0OO0O0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODOoOOYTYT oo -0
OO0 HdHO OO0OM-d OO0« OO0OMO OO0 OOM-d OO0OHO OO0 OO0OH+d OO OO0OO0OO OOO0OOo
OO0OO0O0 O0OO0OO0 OO0 O+HOO ONOO ONOO OMODO OMOO OO0 OO0 Oo0oOO0OOoO oooo
OO0OO0O0 OO0OO0O0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODODOO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OHOoOO o-Hoo
OO0 00 O0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODODODOO OO0OO0ODO0O ODO0OO0OO OO0OO0OO0O OO0OO0OO ODoOOoOMmM ooo«x
OO0OO0O+d OO0OMO OO0OO0OO0O OON-YI OO0OO0OO0O OOMO OO0 OO0OM-d OO0OHO OOTO OO0OO0OO0O OO0
OO0OO0O0 O0O0O0 OHOO OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O oooo
OO0OO0O0 O0OO0OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODOLDOOO OO0OO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO oOoHoo o+HAoo
OO0 00 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODODODOO OO0OO0ODODO OODODOO ODO0OOO OO0ODO0OO ODOoOON OOocoOoOMm
OO0OO0O0 OO0ON+-H OO0OO0OO0O OONO OO0OO0OO OONYIl OO0OO0OO OO0OMO OO0OO0OHA OOM-A OO0OO0OO OO0
OO0OO0O0O O0O0O0 O0O0OO0 O-HOO0O O-HOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O oooo
OO0OO0O0 O0O0O0 OO0OHO O0OO0OO0O OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O-do0oOo

[’



plex_augl2_2013.nb | 15

kashaev_4_sim

1

1

OO0OO0OM OO0OO0OO0 OO0OANTYT OO0OO0OM OO0OHO OOON OO0OOYTY OO0« OOON OOHO O-HO0oOm
OO -HO OO0« O0O OO0 OO0ONO OONO OO0OMO OOMYT OO0 OO M OO0O-HO OO0
O OO0 OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 ODoOoOOoOOoO ooHo oood
O 00 O-HH00 O-H0O0OO0O O-HOO O-HOO O-H0O0O0O O-H00O0O O-H00 O-H00 O-H0O0O O« OO
OOON OOON OOHO OO0OON OO0OOC OO0OO-C OO0OOHC OO0OO0OO0O OOOH OO M O-dOWN
OO0 -HO OO0-d<Y OO0O1O0 OO0ONO OOANTYT OO0OMO OO0OMM OO0 OOYAN OOTO OO0
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO ooo«d
O-100 O-H00 O-HOO O-HOO O-HOO O+H0O0O0O O-H00 O-H00 OO0 OO0 O« O0OOo
OO0OO0O-d OO0OO0OM OO0 OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OM OO T OO0OO0OO0O OOoOMN OO«
OO0 HO OO0O-dM OO0O"O OO0ONO OONM OOMO OO0OMAN OO0OMO OOYd OOTO OO0
OO O0OO0 OO0OO0OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOoOO0OO oood
O+ 00 O-HH00 O-HH00 OO0 O-HH00O O-HOO O-HH00 O-HOO O-€H00O O-+H0O0OO0O O« O0oOO0o
OO0OO0OO0O OO0OOY OO0OO0OM OO0 OO0OO0ON OO OO0OO0OO OO0OM«-ed OO0OOTYT OON-H O« O0OO0O
OO HO OO0O-dN OOHO OONO OONN OONO OOMHd OO0OMO OO0 OOTO OO0
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0Od OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O ODO0OOO Oooo oood
O-H 00 O-HH00 O-H00 O-H0O0OO0O O-H00 O-HOO O-00 O-+HOO O-€HH00 O+HOO O« OO
OO HdHO OO0OO0OO0 OO0OO0ON OOTYTN OO0OO0OO OCOMY OO0OOTYT OOoONM OOOM OOHO O« O0O0o
OO0OO0O-d OO0 OO0 OO0OdO0 OO0ON-C OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OOTO OO0
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OoOooo
O 00 O-HH00 O-HOO O-HOO O-HOO O-+H0O0OO0O O-H00O0O O-HH00 O-H00 OO0 O« OO0
OO0 -d Y O0O0OY OO0 OOMM OO0 OO0ONN OOO0OM OOHO OOON OOOM OOOO
OO0OO0OO0 OO0 0OO0OHO OO0OdO0O OO0ONO OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OO T oOoooo
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0« OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OoOoOooo
O-H 00 O-+H0OO0O O-HH00 O-+H0OO0O O-HH0O0O0O O-HOO O-HH00 O-HOO OO0 O+HOO OO




16 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

ONOMm oMo m o< oOom OO o< OO +H40 OO0OO0OO0o O OO < O O < N o O oo o m«< OO o<
O O 0O O O - O O O 0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 O O N O O 0O O O N OO NO OOMmOo
(ool o] O OO O OO O—-"1 00 O-H100 O-0O0O O 100 O 100 O+ 00 ©O—+H0O0 O-HO0O0o
O 100 O 100 O+ 00 O+ 00 O-H00O O« 0O0O O 100 O 100 O+ 00 O—-HO0OO OO0
O NOGWN o mOoN O < oOo«N oo m OO0OOo«< o O +H 0o o o oo SO Mmm O oo «< oo NN oo m
O O -0 O O -0 O O -0 OO0 OO0 OoOood O OO O O O O -0 O O N O OO NO OO MmOo
O OO - O OO - O OO - O-H 00O O-HH00 O-+H0OO0o O +H40O0 O +H10O0 O 100 O+ 00O OO0
O 100 O 100 O+ 00 O—-"1 00 O-H00 O-«0O0O O 100 O 100 O+ 00 O—+HO0O0O O-HO0OO0o
O N O - o MmO O < O OO oOo«N OO OM OO0 dA< OO o< OO N < oo m OO0 OO0OOWN
o O -0 o O -0 o O -0 o000 oood o O oo o O -0 o O -0 O OoOWNOo OO NO OOmOo
O OO - O OO - O OO - O-HO0OO0O O-+H400 O«H0O0o O+ 0O (e N ele] (e N ele] O—-H OO OO0
O+ 00 O +H10O0 O 100 OO0 O-H00 O-HO0OO0o O+ 00 O +H10O0 O 100 O+ 00O OO0
O NOOoO omOoOo o< oo O OO - OO OoOWN OO - m oo oOom O O 0O O O oOoWN O O O O OO -
O O -0 O O 0o [eNel Nel OO0 OO0 OO0OO-H o O oo O O -0 O O O O O WNO OO N < oo mOo
O OO O OO - O OO - O+ 00 O-H00 O-«0O0 O 100 O 100 O+ 00 O—+HO0O0O0O O« O0OO0o
O+ 00 [« Nele] (e Nelo] O-H OO O-H00 O«H0O0o O+ 00 O+ 0OO0o O -+ OO0 O—-H OO OO0
O NOO omOoOo o< oo OO0 oood O O - «N OO oW O O o«N O OO - oo« o O oo
O O -0 O O 0O O O -0 [eNeoNeololloNoNolRS o O oo O O -0 O O - < O O N O oOoANM OO0OMmOo
O O oo OO oo O O oo O-+HO0OO0O O-+HH00 O+H0O0o O +H0O0 O +H40O0 O+ 00 O-+H OO OO0
O 100 O 100 O+ 00 O+ 00 O-H00 O-«0O0O O 100 O 100 O+ 00 O—+HO0O0O0O O-dO0O0o
O +H0O < O NO< oMo« O o< O OO0 OO0 d O OO oo om o o oo O oOo«N OO < -
O O -0 O O -0 O O -0 OO -+H0 OO0 o O oo O O -0 OO - m O O N O oo NN o O N Oo
O OO - O OO - O OO - O O O - O-H OO0 OO0 O —+H0O0 O+ 0O (e Nele] O-H OO0 OO0
O +H0O0 O+ 00 o+ 00O O-HO0OO0O O-+H00 O+H0O0o O +H0O0 O+ 00 o+ 00O O-H 00O OO0




plex_augl2_2013.nb | 17

kashaev_4_sim

1

1

OOANM OO0OOM OO0OHO ONOO OO0OO0OM OO0OOY OO0OHO OO0OO0OO0O OOMM OO0OOY OONWN
OO MO OO0 OO0OTO OO0 O0O00 OO0« OO0« OO« OO0O-HO OO0ONO OOWNO
O 00 OO0 OO0 OO0 ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO oNOoOo
O 00 O-HH00 O-H0O0OO0O O-HOO O-HOO O-H0O0O0O O-H00O0O O-H00 O-H00 O-H0O0O O« OO
OO +HdO OO0OO0ON OO0OOM OHOO OO0OON OO0OOM OO0OHA<T OO0OOY OONT OOOM OO0
OO MO OO0 OO OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OC OO0OO0OO0O OO0OHO OO-HO OONO OOWNO
O+ 00 OO0 O-00 OO0 ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOoOOo
O-100 O-H00 O-HOO O-HOO O-HOO O+H0O0O0O O-H00 O-H00 OO0 OO0 O« O0OOo
OO0 OO0 OO0OO0ON OO0OO0OO0O OO0 OOON OO-HM OO0OO0OM OO0O-HO OO0OON OOOH
OCOMT OO0OTO OO M OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0O«Y OO0OO0OO0O OO0 OO0OHO OONO OOWN <
O-H OO0 OO0 O-100 OO0 ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOOo
O+ 00 O-+HH00 O-HH00 O-dd0 O-HH00 O-HO0OO0O O-HH00 O-HO0OO0O O-€H00O O-+H0O0OO O« O0OO0o
OO0OO0O-d OO0OO0OO0O OO0« OO M O0OO0O0 OO0OO0OC OOCHN OOON OOON OOO-€ OOOTY
OO MM OO0 OO AN OO0 OO0OO0OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OHO OOH < OONO OONM
O—1 00 O+HH00 OO0 O+HO0OO0O ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO oOoNOoOo
O-H 00 O-HH00 O-H00 O-H0O0OO0O O-H00 O-HOO O-00 O-+HOO O-€HH00 O+HOO O« OO
OCOO0OM OO T OO0OCO0ODO0O OCOMN OO0 OO0OO0OO0O OO0OHHdA OO0OO-C OO0OO0OM OO0OO0OO0O OOOWN
OO MAN OOMO OO OOTO OO0OHO OO0OO0O«-C OO0OO0OO0O OO0OHO OO0O-CMmM OO0ONO OONAUWN
OO0 OO0 O-H00 OO0 OO0 ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOoOOo
O 00 O-HH00 O-HOO O-HOO O-HOO O-+H0O0OO0O O-H00O0O O-HH00 O-H00 OO0 O« OO0
OO0OO0OO0 OO0OM-y OO0OO0OY OON-d OMOO OO0OO0OY OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OOYT OOYN OOOO
OO Med OO0OMO OO0OTO OO0 OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OHO OO-N OO-HO OONH
O-H1 00 O-H00 O-100 OO0 OO0 ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOoOOo
O-HO0O0 O-+H0OO0O O-HH00 O-H0O0OO0O O-H0O0O O-HOO O-HH00 O-HOO O-+HH00 O+HOO O« O0OO0o




18 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

OO O0OM OO0O-10O OO0OO0ON OO0OO0OM OO0OO0ODO0O OO0OOC OO0OON OO-CM OO0OOM OOHO OOOWN
OO MO OO0OMO OO0OTO OO O0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO-HO OO« O OOWNO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmMOOoO omoo
O 00 O-HH00 O-H0O0O0 O-HOO O-HHO0O O-+H0O0O O-H00O0 O-H00 O-H00 OO0 O« OO
OOON OO0OOY OO0OO0Od OOON OOHO OO0OO0OO0O OO0OO0OHd OOHdN OOON OOON OOOH
OO MO OOMYT OOTO OO M OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OH OO0OO0OO0O OO-CHO OO0OdAgYT OO0OWNO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONTO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmOoOo
O-100 O-H00 O-HOO O-HOO O-HOO O+H0O0O0O O-H00 O-H00 OO0 OO0 O« O0OOo
OO0« OO0 OO0OO0OO0O OO0« OOYM OO0 OO0OO0OO0 OO0OH"«d OO0OO0O«-C OO0OCOM OOOOo
OCOMO OO0OMM OO0OTO OO AN OO0 OO0O-CHO OO0« OO0OO0OO0O OO0OHO OO-H M OOWN O
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMmMOOoO OmOoo
O+ 00 O-HH00 O-HH00 OO0 O-HH00O O-HOO O-HH00 O-HOO O-€H00O O-+H0O0OO0O O« O0oOO0o
OO0OO0OO0O OO0OO0OM OO T OO0OO0OO0 OO0OMAN OMOO OO0OOY OOHO OO0OO0OO0O OOOY OOYWN
OO MO OOMN OO0OMO OO OO0 OO0 O0OO0O0 O0OO0OO0O OO0OHO OO« N OO«-Oo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMmMOoOOoO omoo
O-H 00 O-HH00 O-H00 O-H0O0OO0O O-H00 O-HOO O-00 O-+HOO O-€HH00 O+HOO O« OO
OO <d OO0OO0OO0O OO0OM-d OO0OOY OON-AdA ONOO OO0OO0OM OO0OOY OOHO OO0OO0OO0O OO0OMMmM
OO NO OOMed OO0OMO OOTO OO0 OO0OHO O0OO0OO0O OO0« OO0« OO« d OO« O
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmMmOoOo
O 00 O-HH00 O-HOO O-HOO O-HOO O-+H0O0OO0O O-H00O0O O-HH00 O-H00 OO0 O« OO0
oMY OO0OOYT OONM OO0OOM OO0OCWO OO0 OO0OON OO0OO0OM OO0OHdH T O0OO0OY OOWNTY
OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OO0 OO0O-CHO OO0OO0OO0O OO0OO0OHW OO0OO0OO0O OOHO OO«-HOo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmOoOo
O-HO0O0 O-+H0OO0O O-HH00 O-H0O0OO0O O-H0O0O O-HOO O-HH00 O-HOO O-+HH00 O+HOO O« O0OO0o




plex_augl2_2013.nb | 19

kashaev_4_sim

1

1

OO0OO0O-d OO0OO0O-C OO0« OO0OO0OO0 OO0OO0Od OCOYTYM OO0 OO0 OO H OO0OOd OOOMm
OO AN OOMO OO0OMM OO0 OO AN OOTTO OO0OHO OO0« OO0OO0OO0O OO-HO OO0O-m
OMOO OMOO OMODO OMOO OMODO OMOO OMOO OO0 OO0 OYoo ot oo
O 00 O-HH00 O-H0O0OO0O O-HOO O-HOO O-H0O0O0O O-H00O0O O-H00 O-H00 O-H0O0O O« OO
OO0 T OO0OO0OO0 OO0OO0OM OO T OO0OO0ODO0O OCOMAN OMOO OO0OOY OO-HO OOOO OOOTY
OOANM OOMO OO0OMAN OO0OMO OOYd OOTO OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOHO OO« WN
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 O oo
O-100 O-H00 O-HOO O-HOO O-HOO O+H0O0O0O O-H00 O-H00 OO0 OO0 O« O0OOo
OOO0ON OO OO0OO0OO0O OOM-d OO0 OON-d ONOO OO0OO0OM OO0 OOHO OO0OOoOOo
OOANN OONO OO0OM-d OO0OMO OOTYO OO0 OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OOH OO0OOdA OO«
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 O oo
O+ 00 O-HH00 O-HH00 OO0 O-HH00O O-HOO O-HH00 O-HOO O-€H00O O-+H0O0OO0O O« O0oOO0o
OO0OO0OO0 OOMY OO0OOT OOoONM OO0OOM OOCHO OO0 OO0OO0ON OO0OO0OM OO0OCAYY OO0OOCY
OO N-d OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OO0 OO0OHO OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO OO0
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 O OO oY oo
O-H 00 O-HH00 O-H00 O-H0O0OO0O O-H00 O-HOO O-00 O-+HOO O-€HH00 O+HOO O« OO
OO T OONN OOOM OOHO OOON OOOM OO0OO0OO0O OO0OOC OOON OO M OO0OOMm
OO NO OONO OO0OMO OOMO OO0 OO Y O0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO OO« Oo
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 O oo
O 00 O-H00 O-HOO O-HOO O-HOO O-+H0O0O0O O-dd0 O-H00 O-H00 OO0 O« OO
OO0OO0OM OO0O«"O0O OO0OO0ON OO0OOY OO0 OO0OON OOHO OO0OO0OO0O OO0OOd OO-IN OOOWN
OO NO OONO OO0OMO OCOMY OOTYTO OO M OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OOH OO0OOO OO«-Oo
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMMO OO0 OO0 OO0 O oo
O-HO0O0 O-+H0OO0O O-HH00 O-H0O0OO0O O-H0O0O O-HOO O-HH00 O-HOO O-+HH00 O+HOO O« O0OO0o




20 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0ON OOTYTd OO0OO0OO0 OO0OM-d OOOY OON-H ONOO OO0OO0OO OOOO OOOO
OO NO OONN OONO OOM-d OO0OMO OO0 OO0 OO0 OO «d" OO O OO0
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 0OO0OO0OO0O OoOooo o-doo
O 00 O-H100 OO0 O-HOO O-HOO O-HOO O-HO0O0O0O OO0 ONOO ONOO ONOOoO
OO <N OO0OO0OOC OCOMYTYT OO0OOY OONM OCOOM OO0OHO OHOO OO0OO0OO OOOO OOOO
OO HO OO0ON+-YI OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OO0 OO0OHO OO0O-HO OO0OMO OO0
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0« O« 0O0o
O 00 O-HH00 O-HOO O-HOO O-HOO O+HO0OO O-HO00 OO0 ONOO ONOO ONOOo
OCOMM OO0 OONN OO0OO0OM OO0OHO OOON OO0OO0OM OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OOOO0O
OO +HdHO OO0ONO OONO OO0OMO OO0OMO OO0 OO T OO0OO0OO0O OOOHdA OOoOM-A OoOO0OOoOd
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO O-Hoo
O+ 00 O-HH00 O-H00 OO0 OO0 O-HOO O-H00 OHd0 ONOO ONOO ONOOo
OOANT OO0OO0OM OO0OHO OO0OO0ON OO0OO0OYTY OO0 OO0OON OOHO OO0OO0OO OOOO OOOO
OO HO OONO OONO OO0OMO OO0OMYT OO0 OO M OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OMO OOOoOOo
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O NO OO0OO0OO0O OoOooo o-Hdoo
O-H1 00 O-HH00 O-H00 O-H0O0OO0O O-H00 O-HOO O-C00 O-+HOO ONOO ONOO ONOOo
OO +HO OO0OO0ON OO0OOd OO0 OO0OOC OO0OO0OO0O OO0OO0OHd OO M OO0 OO0OO0OO0O OOOoOOo
OO HO OO0ONO OOANYTYT OO0OMO OO0OMM OOTO OOYTAN OOTTO OO0O-HO OON-A OOOOoO
OO0 OO0 OO0 O O0O0 OO0 O O0O0 OO0 O O0OO0 OO0 OO0OO0OO0O oOoooo
O 00 O-HH00 O-HOO O-HOO O-HOO O+HOO O-HO0O0OO0O OO0 OO0 ONOO OWN-HO
OO0OO0ON OO0OO-YI OO0OOY OO0OO0OO0 OO0OO0OM OO T OO0OO0OO0O OOMN OMOO OOOO OOOO
OO AT OONO OONM OOMO OOMAN OOMO OOYd OOTYTO OO0O-HO OONO OOYT -
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0OO0OO0O oOoooo
O+ 00 O-+H0O0OO0O O-HH00 O-+H0OO0O OO0 O-HOO O-H00 O-HOO OO0 ONOO ONOOo




plex_augl2_2013.nb | 21

kashaev_4_sim

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OOO oooo
OO <« OONO OO0OO0OO OON-CI OO0OO0OO0O OOMO OO0 OO0OMO OO0 OO0OM—A OO«—Oo
O 00 ONOO ONOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0 OHooOo oHOoOO oNOOoO
ONOO ONOO ON-HO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMmMOOoO oOmOoo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OoOoO0OOoO oooo
OO TO OO0ded OO0OTYTd OONO OO0OO0OO OON+-C OO0OO0OO0O OONO OO0OO0OO0O OOMO OOoo-d
O-1 00 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0OO0OO0O OO0 O-HOO OHOO ONOO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONHO ONOO OMOO OMOO OMOO OMmMOoOOoO omoo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oOoooo
OO Med OO0 OO0OTYTO OO0dw@ OOTYd OONO OO0OO0OO OON-CI OO0OOO OON-A OOOoOOo
O-1 OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0OO0OO0O OHOO oOoONOOoO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONTHO OMOO OM-HO OMOO OMmMmOoOo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO OoOooo
OO MO OO0 OO0OM«-A OO0 OO0 OO0Odd OO OO0ONO OO OONO OOOO
OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OoOoOOoOOoO oHoOO O -doo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMmMOOoO Om«-—Oo
O OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OO0OOO oooo
OO N-d OO0OO0OO OO0OMO OO0OO0O«-C OO0OM-dA OO0O-€dO0O OO0OYO OO0« OO0OYO OO0O«Cd OO<IT
OO0 ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O« 0oOo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMmMOoOOoO omoo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0DO OO0 ODO0OO0OODO OODODOO ODOOO OoOoOoOOoO oooo
OONO OO0OO0OO OON+H OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OO0O«Y OOM-E OO0 OO0OM-H OO0O-HO OO<TOo
O-1 00 OO0 ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 O0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O« O0oO0o
ONOO ON-HO ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMmOoOo




22 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OOO oooo
OO <O OO0-dd OO OONO OO0OO0OO0O OON+-C OO0OO0OO0O OON-C OOOO OO0OMO OOO-H
ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO ONOO ONOO omoo
OMOO OMOO OMOO OMOO OMHO OO0 OYYHO OO0 OO0 OO0 O oo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OoOoO0OOoO oooo
OO Med OO0O-d0 OO0 OO0de« OO0OTYTd OONO OOTO OO0ONO OO0OO0OO OON-HA OOOoOOoO
ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0 O-HOO O-HOO ONOO OMmMmOoOo
OMOO OMOO OMODO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OYHO OO0 O oo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oOoooo
OO MO OO0OO0O-H OO0OMH OO0OHO OO0 OO0OHdd OO d OO0OHd-d OO d OONO OOOOo
ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO OHOO ONOO ONOOoO
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O o
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO OoOooo
OON-d OO0OO0OO0O OO0OMO OO0« OO0OM-A OO0 OO0 OO0 OO0 OO« d OO<T
ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO OHOO ONOO oOoONOOo
OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O oo
O OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OO0OOO oooo
OO NO OO0OO0OO0O OON-C OO0OO0OO0O OO0OMO OO0 OO0OM-HA OO0« OO0OM-A OO-€HO OO0OYOo
ONOO ONOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO OHOO ONOO ONOOo
OMOO OM-HO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 O OoOoOO0oO ot oo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0DO OO0 ODO0OO0OODO OODODOO ODOOO OoOoOoOOoO oooo
OO0 dd OO Y OONO OO0OO0OO0O OON-HdA OO0OO0OO0O OO0OMO OO0 OOMO OO0OOdA oomd
ONOO ONOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0OO0OO0O O-HOO OHOO ONOO ONOOo
OMOO OMOO OMOO OM-HAdO OMOO0O OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O oo




plex_augl2_2013.nb | 23

kashaev_4_sim

1

1

OO0OO0OO0O O0OO0OO0 OO0OO0OO0O HOOO NOOO OO0 0O0O0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oOoooo
OO Med OO0 OO0 OO0 O0O0-HO OO0O-€O0O OO0« OO0OM«-d OO0O-HO OO<TO OO0
OMOO OO0 OO0 OMOO OO0 OO0OO0OO0O dHOOO 1000 00 100 «N OO
OO0 OO0 OO0 OH0O0OO0O O-H00 OHOO O0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO OOoOOoOOo
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O HOOO NOOO MODOO OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OOoOO0OOoO oooo
OO MO OO0OO0O-CW OO0OM-d OO0O-CdO0O OO0OHO OO0O«€dO0 0000 OO0OMO OO0OO0OCW OO0OM-A OO«—-Oo
OMOO0O OO0 OO0 ONOO OMOO OO0 1000 1000 «HHHO0OO0O €100 «HNOO
OO0 OO0 OO0 OHHO0OO OO0 O+HOO OO0OO0OO0O OO0 ODO0OOO OO0OO0OOoO oooo
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0O0O0O HOOO NOOO MOOO TOOO OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O oOoooo
OOAN-H OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OHO OO0O-HO OO0 OO0 OO0ON-C OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OOoO-
OMOO0O OO0 OO0 O-HOO ONOO OMOO OO0 1000 dHO0O0O «HH00 «HNOO
OO0 OO0 OO0 O-HO0O0O O-HH00 O-HOO OO0 O0O0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOOoOOo
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0 HOOO NOOO MOOO TOOO 0O0DO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OoOooo
OO NO OO0OO0OO0O OONH OO0 OO0OHO OO0 OO0OHO OO0ONO OO0OO0OO0O OON- OOOoOOo
OMOO OMOO OO0 OO0OO0OO0O OO0 ONOO OMOO HOOO dH0O0OO0O «"HHOO «=HNOO
OO0 OO0 OO0 O-H0O0O O-H00 O-HOO O-100 0O0OO0OO0 OO0O-HO OO0OO0OO0O OOO0OOo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0OO0OO0O NOOO MOOO TOOO 0O0ODO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oooo
OO0 -ded OO Y OO0ONO OO0OO0OO0O OO0OHO OO0O-€HO0O O0O-HO OO0O«ded OO« OONO OOOO
OMOO OMOO OO0 OO0 O0O0O0 OHOO ONOO HOOO HOOO «HHOO « 00
OO0 OO0 OO0 O HO OHOO OHOO O-HO0OO0O O0OO0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO OO0O-HOo
OO0OO0OO0 O0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 HOOO MOOO TYOOO O0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOOO OOOO
OO0 -HO0O OO0 OO0 d OO OO0O-HO OO0O-HO0O OO0 OO0« 0 OO0 OO0O-HW+d OO<
OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 O0OO0OO0O O-HH0O0 +HO0OO0OO +HOOO «HHO0OO « 00
OO0 OO0 OO0 O O0O0 O-HO0O0O0O O-HOO OO0 O0O0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOOO0O




24 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OOC OO-CHN OOHO OO-HO ONOO OOOoOOoO
OO <« OONO OO0OO0OO OON-CI OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO-HO OO0OMO OO0 OO0«
A NOO «Hd1MOO0 «dMOO0O HTOO H000 +H0O0O0OO HOOO +HOOO HOOO «HOOO ««d0O0o
OCO0OO0O0O O0O0OO0 OO0O-HO OO0OO0OO0O O-HOO OHOO O-HOO O-H00 O-00 OO0 O« OO0
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOHHd OO0OO0OO OOOO OHOO OOOoOOo
OO TO OO0ded OO0OTYTd OONO OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OHO OO0OM-HA OO-HO OO0O«-Oo
S NOO «+H1MOO0O «d1MOO0 HTOO dTO0O0 1000 1000 «HO0O««" OO0 «HOOO « 00
OO0 O0O0 O0O0OO0O O0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OHO OHOO O-HOO OO0 OO0 OO0 O« OO
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OCOOY OO0OHO OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOOOo
OO Md OO0 OO0OTYTO OO0d+w@l OO0OYd OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OHE OO0OMO OO0OOO0O OOOd
A NOO «€1MOO MO0 HJTOO dTO0O0 «HO0O0O0OO0O 11000 1000 «€HOOO €000 « 00
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O-HHO0OO0O O-HOO O-HO0OO O-H-+H0 O« 0O0o
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OCOOM OO0OOY OO0OO0OO0O OO-HO OOHO OOOOo
OO MO OO0 OO0OM«-A OO0 OO0 O0OO0OO0 OO0 OO0OHO OO0ONO OO O OO0OO0OO0o
A NOO «€1MOO «dMOO HJTOO dYO0OO0 1000 HHO0O0O0OO +«HOOO HOOO OO0 « 0O
OO0OO0OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO O-HO0O0 OHOO OO0 O+HOO O« OO0
O OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OOON OO0OOM OO0OHdAY OO0OO0OO0O OO0OO0OO OTYTOoOo
OO N-d OO0OO0OO OO0OMO OO0« OO0OM-A OO0OO0OO0O OO0OO0O-C OO0OO0OO0O OON-S OO OO0
S NOO «+H1MOO MO0 HTOO dYTO0O0 1000 1000 OO0 «HOOO «HOOO «HO0OO0OO0o
OCO0OO0O0 O0O0O0 O0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OHOO OHOO OO0 O-HO0OO0O O-HOO O« OO0
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO ODOON OO M OO0OOO OO0OOO OoOMmOoOo
OO NO OO0OO0OO0O OON-HdA OO0OO0OO OO0OMO OO0OO0OO0O OO0OO0OH OO0OO0OO0O OONO OOTO OO0
A NOO «1NOO «d1MOO0 HJTOO dJTO0O0 «H00O0O H0O0O0OO 1000 «€HOO0OO €000 «0O0O0O0O
OO0OO0OO0O OO0 O0O00O O0OO0OO0 OO0OO0OO0O OHOO O-HOO O-HOO O-H0O0O O+HOO O« O0OO0o




plex_augl2_2013.nb | 25

kashaev_4_sim

1

1

o O oo o O oo o O oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O OOO0OOo o O oo o O oo o O oo OO0 OO OO0OO0oOO0o
O O < O O N O O O oo O O N OO O0OO0O OO mOo O OO - OO m- O O O - OO M- (el Ne)
-+ OO - N OO - N OO — MO O < OO < OO - O O O - O OO — 4 OO — OO - N OO
O 100 O 100 O+ +d O O+ 00 O-H00O O« 0O0O O NOO O NOOo O NOOo ONOO ONOOo
o o oo o o oo o o oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O OoOooo o o oo o o oo o o oo OO0 OOo0ooo
OO T o O O O O < OONO OO0OO0OO0O OOWN - o o oo oo mOo o O oo OO MO oOoOood
-+ OO - N OO - N OO MmO O MmO O - < OO - O OO - O OO — 1 OO — 1 OO - N OO
O 100 O 100 O+ 00 OHO0OO0O O+d+HO O+HOO O NOOo O NOOo O NOOo ONOO ONOoOo
O o oo O O oo O O oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O OOO0OOo O o oo O O oo O O oo OO OO0 OO0OO0OO0o
oo m- o O -0 O o <o O O OO < o OoOWNOo o o oo O O N o o oo O O N o o oo
-1+ OO - N OO - N OO - MO O MO O < OO — < OO - O OO — O OO — 1 OO - N OO
O+ 00 O +H10O0 O 100 OO0 O-H00 O-HO0OO0o O -0 O NOO O N - O ONOO ONOO
O O oo o O oo o O oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O OoOOoOO0OOo O O oo O O oo o O oo OO0 OO0 OO0OO0oOO0o
oo mOo O OO - OO M- OO -HO OO O OO« O O < O O NO O O < OO NO OOOoOOo
-+ OO - N OO - N OO - MmO O — MO O - < OO < OO - O O O - O O O -+ OO -+ OO
O+ 00 [« Nele] (e Nelo] O-H OO O-H00 O«H0O0o O+ 00 O NOOo O NOOo ONOO OWN O
o O oo o O oo o O oo OCO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OOO0OOo o o oo o O oo o o oo OO0 OO0OOoOo
O O N o o oo oo mOo O O O - SO M (oM Ne) OO T o O O [eNeS o] O O O O <
-4 0O - N OO - N OO - MO O MO O - < OO - < OO - O OO - O OO — 1 OO — 1 OO
O 100 O 100 O+ 00 O+ 00 O-H00 O-«0O0O O 100 O N OO O NOOo ONOO ONOOo
o ooo o o oo o o oo OO0 O0OO0O OO0OO0OO0O oooo o ooo o o oo o o oo OO0 oooo
O O N O o O oo O O N OCO0OO0OO0O OO0OMO OO0OOoO - oo m- O O -0 oo mOo OO +H0 OO0OYOo
-+ OO <40 O - N OO - MmO O MO O - < OO — < OO - O OO — O O -+ OO - OO
O +H0O0 O +d+d0 o+ 00O O-HO0OO0O O-+H00 O+H0O0o O +H0O0 O NOOoO O NOOo ONOO ONOOo




26 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OOO oooo
OO <O OO0-dd OO OONO OO0OO0OO0O OON+-C OO0OO0OO0O OON-C OOOO OO0OMO OOO-H
A NOO «Hd1MOO0 «dMOO HJTOO dAYYOoOoOO0 1000 000 HHOO dNOO «HNOO «HmMmOoOo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONHO OMOO0O OMHO OMOO OMOO OMmMOOoO OmOoOo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OoOoO0OOoO oooo
OO Med OO0 OO0 OO0de« OO0OTYTd OONO OOTYTd OONO OO0OO0OO OON-HA OOOoOOoO
S NOO «+H1MOO0O «d1MOO0 HTOO dTO0O0 1000 1000 HHO0OO «Hd00 «HNOO «MmMmOOo
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMHO OMOO OmOoo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oOoooo
OO MO OO0OO0O-H OO0OMHA OO0OHO OO0 OO0OHddH OO0 OO0OHd-d OO Hd OONO OOOOo
A NOO «€1MOO MO0 HJTOO dTO00 «H0O0O0OO0O 11000 «HHO0OO «Hdd00 «H1NOO «HNOO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO Om«-—Oo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO OoOooo
OON-d OO0OO0OO0O OO0OMO OO0 OO0OM-A OO-HO0O OO0OM-HA OO0 OO0 OO0« d OO<T
A NOO «€d1MOO «dMOO HJTOO dYOO0 1000 00O «HHOO Hd100 «"1NOO —«HNOO
ONOO ONOO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmMOOoO OmOoo
O OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OO0OOO oooo
OO NO OO0OO0OO OON-C OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OO0OC OO0OMO OO0OO0O«C OO0OM-—A OO-€HO OOYOo
A NOO «+H1NOO MO0 HTOO dYTO0O0 00O 1000 HHHO0OO «Hd00 «HNOO —=HNOO
ONOO ON-HO ONOO ONOO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmMOoOOoO oOomoo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0DO OO0 ODO0OO0OODO OODODOO ODOOO OoOoOoOOoO oooo
OO0 dd OO Y OONO OO0OO0OO0O OON-HdA OO0OO0OO0O OONO OO0OO0OO0O OOMO OO0OOAdA oomd
T NOO «1NOO «d1MOO0 «HMOO OO0 00O 100" H100 «Hd00 «HdNOO «HNOO
ONOO ONOO ONOO ONHO ONOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMOO OMmMmOoOo




plex_augl2_2013.nb | 27

kashaev_4_sim

1

1

OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0ODO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OOO oooo
OO Med OO0 OO0 OO0 OO0 OO0Odd OO OONO OO0OO0OO OON-S OOOoOOo
A MO0 HHTOO dATO0O0 11000 1000 HHOO H-HdO0O0O0O «H1TNOO «HNOO «H1MOO «H< OO0
OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O "0 OO0 O oo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OoOoO0OOoO oooo
OO MO OO0OO0O-CW OO0OM-d OO0O-CdO0O OO0OYO OO0O-€HO0O OO0 OO0Od=d OO OONO OOOO
MO0 «HTOO dATO0OO0O 1000 1000 HHO0OO Hd-d00 «HTNOO «€HNOO «H1MmMOO «MmOoOo
OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OYoOoOOoO O o
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO oOoooo
OON-+d OO0OO0OO0O OO0OMO OO0OO0OCW OO0OM-Hd OO0OO0O-C OO0OM-HA OO0OHO OOYO OO0Od-dA OOYTd
A MNMOO0 «HJTOO dAJTO0O0 1000 11000 HHOO d-100 «"TNOO «HNOO «€1MmMOO0O «HMmMmOoOo
OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O oo
OO O0OO0O OO0OO0OO0 OO0OO0O0O OO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0 OO0OO0OO0O OO0ODO0OO OO0OO0OO OO0OO0OO OoOooo
OO NO OO0OO0OO0O OONHY OO0OO0OO0O OO0OMO OO0 OO0OMO OO OO0OM«-HA OOHO OOYTOo
A MO0 HMOO dAYTO0O0 H0O00OO HO0OO0OO HHOO Hd-HH00 HNOO +HNOO «H1MOO «HMmOOo
OMOO OM-dO OMOO OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 O oo
O OO0 OO0OO0OO0 OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0O ODO0OO0OO0O OO0OO0OO0O OO0ODO0OO ODO0OOO OO0OOO oooo
OO -ded OO YT OO0ONO OO0OO0OO0O OON-C OO0OO0OO0O OON-C OO0OO0OO0O OO0OMO OO0 OO0OMm-
A MO0 «d1MOO0 dTO0O0 dA<SO0O0 1000 HO0O00O0O HdHOO dNOO dNOO 1Moo «HmOoOo
OMOO OMOO OMOO OMHO OO0 OO OO0 O O0O0 OO0 OO0 Ot oo
O OO0 OO0OO0OO0O OO0OO0ODO0O OO0 OO0OO0OO0DO OO0 ODO0OO0OODO OODODOO ODOOO OoOoOoOOoO oooo
OO0 +HO OO YTYO OO0dd OO OO0ONO OOTO OO0ONO OO0OO0OO0O OON-H OO0OOO OO0OMmMOoO
A MO0 =1 MOO0 dO00 dA<S00 1000 HOOe A1 00 HAd100 A NOO «=1MOO «mOOo
OMOO OMOO OMOO OMOO OO0 OO0 OO0 O HO OO0 OO0 O oo




28 | kashaev_4_simplex_augl2_2013.nb

- - - - - - ——
OO0OO0OO0 +HHOO NNOO MNMMOO ITITOO NOOO T OoOOoOo
OO MO OO0 O0O-HO OO0O-€H0 O0O-HO OO« 0O OO0O-O0o
A O0OO0 +HO0O0OO0O HO0OO0OO0O +HO0OOO HOOO MTOO T mOoOo
OO0 O-+H0O0 O-H100 O-HO0OO O-H00 O+HOO O« OO
OO0OO0O0 +HO0OO N+HOO MHMNOO ¥TTMOO +HOOO ™MOoOoOo
OON-d OO0O-1O0 OO0O-+HO OO0 O0O-HO OO0O-H0 OO0O-Oo
AT OO0 +HOOO 11000 «HOOO €000 MMOO < OO
OO0 O-+H00 O-HOO O-HOO O+HOO O+HO0OO O« 0O0O
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 NOOO MHdOO0O TNOO OO0 NOoOOoOo
OONO OO0OO0OO0O OO0O+HO OO0O-HO OO0O+HO OO0O+HO OO0O-HO0o
—AFTOO0O HAHJTOO 1000 «HOO0OO 1000 N-HOO < 00
OO0 OO0 O-H100 O-H00 OO0 O-+HO0OO O« 0O
OO0OO0OO0 O0OO0OO0 dAYOO0O MOOO OO MmMOOOoO «HO0O0oOo
OO0 -Hdd OO OO0O-HO OO0 O0OHO OO0O-«€H0 OO0O-HO0o
—AFTOO0O HATOO0O 4000 OO0 HOOO NMOO T NOO
OO0 OO0 O-H00 O-HO0OO0O O-H00 O+HOO O« OO0
OO0OO0OO0 OO0OO0OO0 dHMOO NTTOO OO0 NOOO T ooo
OO0 -HO OO0 O0O-HO OO0 O0O-HO OO0O«€H0 OO0O«-HO0oO
AT OO0O AT O0OO0 1000 «1000 HOOO NNOO MmMWNOO
OO0 OO0 O-HOO O-HOO O-HOO O+HOO O« 0O0O
OO0OO0OO0O OO0OO0OO0 " NOO NMOO MTYTOO dH00O0 MOOoOo
OO0OO0O+Hd OO0OM-H OO0OHO OO0O-HO OO0OHO OO+HO OO0O-HO0O
AT OO HAJTOO 1000 1000 1000 NTSOO ™Mm—O0OO0o
O OO0 OO0 O-HH00 O-HO0OO O-HO0O0O O+HOO O« OO0

4-Simplex Z7, 2680 solutions

Kashaev, Sergeev

sol = Solve[

Ri0,1,2,3-R10,4,5,6-R1,4,7,8-R2,5,7,9-R3,6,8,0 - R3,6,8,9-R2,5,7,0-R1,4,7,8-R10,4,5,6 -R10,1,2,3

ConstantArray[O, {10, 10}], Flatten[A], Modullus -» 77 ;

sol2 = DeleteDuplicates[sol];

Length[sol2]

2680
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tible = {};

noninver

tible2 = {};
tible = {};
Table[ IT [SameQ[Mod[Det[A /. sol2[[i]]], 7], O], AppendTo[noninvertible,

noninver

mver

1111,

tible2, A /. sol2[[i

mnver

; AppendTo[noni

A/.sol2[[i]] // MatrixForm]
AppendTo[invertible, A /. sol2[[i]]]1],

noninver

{i, 1, Length[sol2]}];
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